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有限分析方法求解粘性可压缩紊流*

南京航空航天大学　　徐　雕
* *
　吴国钏

【摘要】　本文将有限分析方法进一步推广到粘性可压缩紊流流场的数值研究, 在贴体座标网格上

数值分析了单列和串列叶栅内粘性可压缩紊流流场。计算表明, 有限分析方法具有数值精度高, 稳

定性好和收敛速度快等优点, 适于粘性可压缩紊流流场数值计算。
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1　控制方程的有限分析离散

　　有限分析数值方法
[ 1、2]
是在网格单元上求解局部线化的非线性偏微分方程,由微分方程的

解析解构造离散代数方程。它的离散格式保留了原微分方程的特点, 能够根据对流的方向和

大小自动调整格式的系数, 具有较高的数值精度和数值稳定性。本文在粘性不可压缩紊流流

场有限分析解的基础上 [ 3、4] , 进一步将有限分析方法应用到叶栅内粘性可压缩紊流流场的计

算。作为验证, 首先计算了单列叶栅内流场, 并与实验结果进行了对照, 然后又分别计算了

来流M a数为 0. 54和 0. 72时串列叶栅内流场, 为其气动设计提供了详细的流场资料。

定常二维粘性可压缩紊流平均 N-S方程及 k-�紊流模型方程可统一表示为
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式中各项的意义如表 1所示。

表 1　 ( 1) 式各项意义
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其中 !t = c1 �Re ��k 2/ �　,　G = !t { 2〔( �u/ �x ) 2 + ( �v / �y ) 2〕+ ( �u/ �y + �v / �x ) 2}

c 1 = 0. 09　, 　c2 = 1. 0　,　c3 = 0. 769　, 　c4 = 1. 44　,　c 5 = 1. 92

对于可压缩流动, 须考虑流体的压缩性。如认为流场内总焓不变, 可得无因次能量方程
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其中 R= 1/ ( k M a
2
o ) , k= cp / cv。引入曲线座标系 ∀= ∀ ( x , y ) , #= # ( x , y )。将方程 ( 1) 变

换到 ∀-#曲线座标上, 经整理得曲线座标系上无因次控制方程的一般形式

2A  ∀+ 2B #= C ∀∀+ D ## + g ( 3)　

其中

2A = Re f ��U , 2B = Ref ��V , C = ∃/ J , D = %/ J , U = y #u - x #v , V = - y∀u + x∀v
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D x = ∃x ∀∀- 2&x ∀# + %x ##　,　D y = ∃y ∀∀- 2&y ∀# + %y ##　, 　J = x ∀y # - x #y ∀

图 1　网格单元

　　在图 1所示的网格单元上求解控制方程( 3) ,设

方程中的系数 A、B、C、D 和源项 g为常数, 令  
= )+ 〔g ( A∀+ B#)〕/ 〔2 ( A

2+ B
2 )〕, 代入方程

( 1) , 经整理得

2A)∀+ 2B)# = C)∀∀+ D)## ( 4)　

对于亚音速流动, 方程 ( 4) 为椭圆型常系数微分方

程, 其定解条件包括所有边界。本文以线性函数和

指数函数构造其在网格单元上的解析边界条件, 因

为这些函数也满足微分方程。以北边为例, 设 )N

(∀) = aN 〔exp ( 2A∀/ C) - 1〕+ bN∀+ cN , 其中 aN、bN、cN 为待定系数, 由该边界上 3个节

点的 )值确定。
令 ) (∀, #) = W (∀, #) ·exp ( A∀/ C+ B#/ D ) , 代入方程 ( 4) , 得

CW ∀∀+ DW ## = ( A 2/ C + B
2 / D ) W ( 5)　

相应地, 边界条件的表达式也改变为

W
N
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应用线性方程的叠加原理, 可以将原问题拆成 4个具有简单边界条件的微分方程的叠加
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S (∀, #) ( 7)　

北边的子问题可以写成
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其它3个子问题的形式类似。这 4个子问题均可用分离变量法求解, 仍以北边子问题为例, 令

W
N (∀, #) = X (∀) ·Y ( #) , 代入方程 ( 8) , 得
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X
″+ ∗2X = 0　,　X ( - h) = X ( h) = 0 ( 9a)　

Y
″- ( A 2 / C + B

2/ D + C∗2) Y / D = 0　,　Y ( - k) = 0　,　Y ( k) = W 1( ∀) ( 9b)　

在相应的边界条件下求解方程 ( 9) , 可得方程 ( 8) 的解。分别求出 4个子问题的解, 叠加起

来, 最终得原微分方程的局部线化解在网格单元中心节点的表达式

 p = CN E N E + CN W N W + CS E SE + CS W S W + CEC EC + CW C WC + CN C N C + CSC SC + Cpg

( 10)　

2　离散方程的数值求解

2. 1　压力修正方程、壁面函数

　　本文采用压力扰动方法处理速度压力耦合, 基本思想是在假设的压力场 p
*下求解动量方

程, 得准速度场 u
*、v

*。以此速度场代入连续方程, 得压力修正方程
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此处 p
′为扰动压力, M 为残余流量。解方程 ( 11) , 得 p

′。从而做出对速度 u
* 、v

* 和压力 p
*

的修正 u= u
* + u

′, v= v
* + v

′, p= p
* + p

′。

本文采用壁面函数方法处理近壁区流动。第1层网格线布置在离壁面△s 距离处, 以壁面

函数确定此层流动参数, 这样不仅减少了网格节点数目, 而且还提高了数值精度。

2. 2　收敛准则、数值迭代程序

　　本文采用局部和整体误差作为收敛准则, 当前后两次迭代的 + � n+ 1-  n�< ,1 , max � n+ 1

-  n�< ,2。则认为数值迭代收敛。,1和 ,2为给定精度要求。

数值计算的过程如下: ( 1) 输入边界条件, 参数和网格座标, 布置初始流场。( 2) 解能

量方程, 得密度场 �。( 3) 解 k-�方程, 得 k、�和 !t。( 4) 计算有限分析格式系数, 在假设的

速度场和压力场下解动量方程, 得新速度场 u
*
和 v

*
。( 5) 解压力修正方程, 得 p

′
。( 6) 修正

速度和压力, 得u、v、p。( 7) 检查是否达到指定精度, 如未达到, 则以u、v、p 作为 u
*、v

*、

p
* , 返回第 ( 2) 步, 直到达到收敛要求。( 8) 输出最终结果。

3　数值计算实例

　　采用以上推导的粘性可压缩紊流流场有限分析离散格式, 计算了文献 [ 5] 中的涡轮叶栅

图 2　单列叶栅压力系数分布 图 3　串列叶栅

内流场。来流 Re数为 5. 9×105 , M a数为0. 1。以贴体网格技术[ 6]生成叶栅网格, 网格节点数

为 65×15。流场进口给定 Re、Ma、&、T
* 、�、u、v 和紊流度, 流场出口边上所有控制变量
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的流线方向的一阶导数为零。

图 2为本文计算的叶片表面压力系数Cp 在叶栅中间流面上的计算值与试验值的比较。可

以看出两者吻合较好。还计算了某发动机压气机串列叶栅 (图 3) 内粘性可压缩紊流流场。

仍采用贴体网格。网格节点数为 99×20。本文的串列叶栅后排伸入前排, 故在网格划分

上采用分区方法, 以经由后排叶片的准流线为界, 将流场分成上下两区。边界条件的提法与

第 1个算例类似, 但来流 Re= 2. 0×105, M a分别为0. 54和 0. 72; 初始流场按一维势流布置;

以低松弛方法进行数值迭代, 计算 500次收敛, ,2< 2. 0×10- 4。图 4和图 5分别为M a为0. 54

和 0. 72时串列叶栅前后叶片表面压力系数 Cp 的分布。

图 4　串列叶栅压力系数分布 ( Ma= 0. 54) 图 5　串列叶栅压力系数分布 ( Ma= 0. 72)

结论　本文在粘性不可压缩紊流流场有限分析的基础上进一步将此方法应用于粘性可压

缩紊流流场的数值分析中, 在曲线座标系上计算了单列和串列叶栅的粘性可压缩紊流流场。单

列叶栅的计算值与试验值的吻合程度令人满意。数值分析表明, 有限分析方法数值精度较高,

稳定性好, 收敛速度快, 可用于粘性可压缩紊流流场的数值分析。
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